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Abstrak

EM STEP adalah salah satu metode estimasi parameter yang berbentuk iteras untuk memperoleh titik maksimum
pada fungsi maximum likelihood yang mempunyai bentuk penyelesaian close form. Pada tahap E STEP akan
diperoleh ekspektasi bersyarat dan penduga parameternya. Sedangkan pada tahap M STEP parameter yang
diperoleh akan digunakan sebagai permulaan E STEP berikutnya. Algoritma EM STEP ini bisa digunakan untuk

mencari estimasi pada model multilevel.

Kata Kunci: Algoritma, EM STEP, Estimasi, Multilevel.

1. Pendahuluan

Model-model multilevel sering disebut model-
model hierarki, efek campuran, kelompok, klaster
yang banyak dijumpai dalam ilmu-ilmu sosial,
kesehatan dan ilmu pengetahuan lainnnya [1][2].
Analisis multilevel sangat cocok diterapkan untuk
data berkelompok atau data dengan klaster serta
pada kasus yang diperoleh dari penarikan sampel
multi tahap (multistage sampling) [3].

Misalkan dalam bidang kesehatan, pasien-pasien
yang hipertensi dalam suatu keluarga yang
hipertensi mempunyai derajat keparahan yang
relatif sama jika dibandingkan dengan pasien-
pasien yang hipertensi dalam keluarga yang tidak
hipertensi. Hal ini disebabkan adanya perbedaan
besarnya paparan dari masing-masing keluarga.

Pada bidang pendidikan adanya perpanjangan dari
individu yang diamati diambil dari kelas disuatu
sekolah pada wilayanh tertentu. Unit-unit dalam
struktur data berhierarki seperti ini mempunyai 4
level yang berbeda, level 1 adalah siswa, level 2
adalah kelas-kelas, level 3 adalah sekolah-sekolah,
dan level 4 adalah wilayah. Unit percobaan pada
level 1 tersarang (nested) dalam unit pada level
yang lebih tinggi berikutnya.

Dalam beberapa kasus tertentu dimana data
mempunyai struktur bertingkat atau berkelompok
yaitu unit-unit pada level yang rendah tersarang
dalam unit-unit yang lebih tinggi, analisis
menggunakan model regresi logistik dirasa kurang
tepat digunakan. Karena model yang dihasilkan
kurang mampu mengestimasi model yang
diinginkan. Hal ini dikarenakan regresi logistik
tidak dapat menganallisis variansi antar kelompok
yang terjadi pada data bertingkat di mana
observasi-observasi pada data bertingkat tidak
sepenuhnya independen sehingga akan dihasilkan
tingkat kesalahan yang lebih besar dibandingkan
dengan menggunakan model regresi logistik 2
level.

Tujuan dari penelitian ini adalah mencari metode
estimasi untuk memperoleh titik maksimum dari
fungsi maximum likelihood pada regresi multilevel
dengan pendekatan iterasi.

2. Kerangka Teoritis
2.1.Pengertian Model Multilevel

Model regresi yang melibatkan satu variabel
independen dan fungsi regresinya linier dapat
ditulis :

y1:ﬁ0+ﬁ1xl+ei (1)

di mana By adalah intersep, 5 adalah koefisien
regresi untuk Xi dan % adalah error.

Model persamaan dengan data observasi yang
memiliki struktur bertingkat atau multilevel di
mana terdapat lebih dari satu level pada variabel
independen yang diduga berpengaruh terhadap
variabel dependen, diperoleh persamaan :

¥, =By, + Bx, +e,dengane, ~ N (O, 02) 2)

Di mana j =1,2,...,/m menunjukkan unit level
2 (missal : sekolah) dan i=L2,....nm
menunjukkan unit level 1 (misal:siswa). Y,
adalah variabel dependen dari siswa ke-I dan

sekolah ke- j, f;, dan f3 adalah koefisien

regresi sekolah ke-j, X, adalah variabel

independen dari siswa ke-1 dan sekolah ke- j , dan
e, adalah error dari siswa ke-i dan sekolah ke-

J.



CENTRE, Civil and Electrical Engineering Journal, Vol.10 No.1, June 2015

2.2.Model Multilevel 2 Level

Perbedaan model regresi 2 level dengan model
regresi biasa adalah pada model regresi 2 level

diasumsikan koefisien [, dan /3, berbeda pada

masing-masing sekolah dan merupakan variabel
random. Sehingga model struktur bertingkat atau
multilevel adalah :

/S'OJ. =B, + Uy,

B, =p+u,

uy, ~ N (0,07 3)
U, ~N(O,G,f])

Dengan f,, 3, adalah koefisien regresi pada
masing-masing siswa (level 1), Uy adalah

variabel random error level 2 yang berdistribusi
normal multivariat dengan parameter :

E(uoj) = E(u]j) -0
Var (uy,)=olo; Var (u,) = o%; %

Cov(uoj,u]j)zau

01

Sehingga dapat dibentuk persamaan baru :

_ 5
Yy = ﬂo + ﬂlx{/ * Uy, + Uy ;X + € )

dengan f3; + f,x, merupakan efek tetap dan

Uy, Ty, X, ey merupakan efek  random

2
dengan Var (eol.j) =0,,.

2.3. Estimasi Model Multilevel

Berdasarkan model komponen variansi 2 level,
ketika residual mempunyai distribusi normal maka
dapat dilakukan estimasi parameter pada model
tersebut dengan menggunakan MLE (Maximum
Likelihood Estimation), sehingga akan diperoleh
estimator untuk koefisien tetap :

p=(x"v"'x) X'V ©
Di mana kasus ini diperoleh :

1 X1 i
1 X?l V= yy:‘

1 Xn)j Lynj/
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Dengan j unit level 2, ] unit level 1 dalam unit

ke- j level 2 dan V adalah matriks blok diagonal
di mana nilai dari variansi dianggap telah dikatahui

[3].
2.4 Konsep Umum Model Regresi 2 Level

Model regresi 2 level umumnya mengunakan
distribusi kontinu untuk variabel respon. Namun
dalam beberapa kasus, diperlukan adanya
distribusi diskrit untuk variabel respon. Maka,
untuk mengatasi struktur data bertingkat pada
variabel respon yang mengandung distribusi diskrit
(biner) maka analisis yang dapat digunakan adalah
model regresi logistik 2 level. Dalam mode] regresi
logistik 2 level terdapat 2 klasifikasi variabel yang
berperan yaitu :

1) Variabel dependen yaitu variabel yang telah
ditetapkan dalam model regresi logistik 2
level yaitu biner atau mempunyai 2 nilai (0
jika gagal dan 1 jika sukses).

2) Variabel independen yaitu variabel yang
bebas, tidak bergantung degan variabel lain
dan biasa disebut variabel prediktor/penjelas.

3. Metodologi Penelitian

Penelitian ini bersifat kajian teori. Terkait dengan
estimasi pada metode statistika dengan penguraian
metode secara matematis, sehingga diperoleh
estimasi yang tepat dari metode tersebut.

3.1.Spesifikasi Model Regresi Logistik 2
Level

Model regresi logistik 2 level bila y=1
menyatakan sukses dan ) =0 menyatakan gagal,
maka probabilitas akan terjadi sukses pada subyek
level ke-1 dan cluster level ke- j dapat dinyatakan
dengan P(Y = 1) =1 dan probabilitas akan terjadi
gagal pada subyek level ke-1 dan cluster level ke-
j dapat dinyatakan dengan

P(Y=0)=x,(1-7,)

Dalam model regresi logistik 2 level terdapat 2
level pengamatan yaitu level 1 yang menjelaskan
tentang tingkat individu dan level 2 yang
menjelaskan tentang grup. Probabilitas hubungan

untuk kondisi x;; oleh fungsi logit yang merupakan

hasil persamaan gabungan dari pengamatan kevel
1 dan level 2 dapat ditulis :

lOgj[(ﬂ'M):]nK 7[4/ } )

1—-7,
q

= f; +ﬁ]x”. +uy, Uy X, T,




di mana model level 1 :

logit(ny):ln[l ﬂ,;z

Ty

J =p+ ﬂlx,_‘,‘ +e; ®)
sedangkan model level 2 :

ﬂo; =B, Ry ®)
ﬂlj =p TU,

Dengan :

7, - probabilitas subyek ke-i dalam cluster ke J ;
B, : intersep dalam model untuk cluster ke- Js

ﬂl P slope atau kemiringan dalam model untuk
cluster ke- J ;

X, : variabel prediktor ke- [ dalam grup ke- J ;

ij
Uy, : parameter yang menyatakan sampel random
untuk level ke- j dengan

0, N(Or O_;fo) ;

U, - parameter yang menyatakan sampel random

U

untuk level ke- j dengan
u, ~N(0,07);
e : parameter yang menyatakan error untuk level
ke-I dan level ke- j dengan
2 .
e, ~ N(O,cr )
logit (7[1) ) : prediktor linier yang terdiri dari
efek tetap ( By + Bix, ) dan efek random

(Lloj + HUXI/, +€U') .

Dengan menggunakan fungsi logit link, maka :

. (10)
w,=f (ﬁo + ﬂ]xﬁ iy, U X, +e{/)

:[]grexp{——(ﬂo + ﬁlx!./ +uy, tuyx; e )}}*l

3.2. Asumsi Model Regresi Logistik 2 Level

Asumsi-asumsi yang mendasari model regresi
logistik 2 level adalah :

1) Koefisien random (residual) level 2

(uU/.j...,uM) independen dengan residual

level 1 (elj) dan semua residual mempunyai

mean populast 0 untuk semua variabel
prediktor/independen.

2) Residual level 1 (ey.) mempunyai distribusi
normal.

3) Variansi residual level 1 (0‘2[ ) konstan atau
bersifat homoskedastisitas.

4) Variabel efek random level 2 (ugj,... u )

>
mempunyai distribusi normal multivariat.

4. Analisa dan Pembahasan
4.1. Maximum Likelihood Estimation (MLE)

Dibawah asumsi distribusi bersyarat Y hasil dari
distribusi Bernoulli dengan probabilitas 7] fungsi

likelihood bersyarat dengan bentuk Binomial
diberikan :

)T 2| em

ia \1= 7

3

di mana Y adalah vektor yang terdiri dari respon
dan [ adalah koefisien efek tetap dengan

n, =luntuk data biner. Untuk memperoleh

marginal  likelihood, maka dengan cara
memperbanyak fungsi likelihood bersyarat oleh
densitas U dan menggabungkan efek random
diperoleh :

L(ﬁ>9)fo(Y\U;ﬁ)f(U;ﬁ)dU (12)

di mana f (U ) ) adalah fungsi distribusi untuk
efek random yang bergantung pada parameter yang
fidak diketahui Q sedangkan 1 (Y|U: )

adalah fungsi distribusi untuk respon bersyarat
pada residual U yang hanya bergantung pada

parameter yang tidak diketahui .

Untuk model regresi logistik 2 level di mana efek
random diasumikan mempunyai distribusi normal
multivariat, maka efek random akan independen
dengan unit yang berseberangan sehingga
diperoleh:

L(p-9)=11J [T{(=)" (-, e

¢ (1;Q2) du (13)

di mana ¢(u,Q) adalah fungsi densitas normal
multivariat untuk parameter u sedangkan

adalah probabilitas kemungkinan sukses atau

~

31
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gagal. Kerena nilai maximum likelihood parameter
random dengan menggunakan sampling tidak
diketahui maka untuk mendapatkan pendekatan

yang baik untuk ) maka secara umum terdapat

Q) sedemikian sehingga :

S (Mu:p) £ (U:0) 1 (U:9)
7 (U:Q)

(14)

L(p.0)=]

dan dilakukan estimasi untuk unit ke- j menjadi :

i ( ﬂ ) i ( ) (15)
h=1 fh (U 73 Q)
Selanjutnya fungsi loglikelihood

L£(f.€2) diperoleh :

L(y,/i’,Q):f;”f[g(yy‘uj,ﬂy(uj Q)du

g(,|u.8)14,(U,;:9)
fh(Uj;é)

N 1

g(vs|u-8) 4 (U;9)

5H(U:9)

iﬁ{wr’f (1~

g 2| 2 M\ Y uﬁ.h);Q ’
slmfgltier e
oJ N J
= Z(IOg {Zepo[yij IOg(ﬂ'Sh))
J=1 h=1 i=l
.
+(”~_yv)‘°g(1—”()ﬂ+]og ¢EZ§M;Z; ~log(N)

+%log[%ﬂ ~log(N) (16)

Dimana / adalah sekumpulan efek random dan u
adalah sebuah vektor (pxI) untuk setiap unit level
2 dimana p adalah sejumlah koefisien random.
Unsur konstanta N dapat dihilangkan karena tidak

berpengaruh terhadap pemilihan Q.

)"u yu} j;
J’Q
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PECEY)

i=1

+i§: J—u(h)r (fl’l Q‘l)u(h)wt—loﬂ H
j=1 k=1 2 ! g lQl
=5 W1 tog () +(n, ~, s 1"

Jika Q) 0 maka tahap dalam €) dapat
dihilangkan. Untuk menemukan solusi maksimum

likelihood yang mendekatai () maka dibutuhkan
pencarian numeris dengan bergantung pada

sekumpulan 3 dan €). Penyelesaian dengan

menggunakan maximum likelihood terlihat bahwa
tidak dapat menghasilkan dalam bentuk closed
form, maka digunakanlah prosedur iteratif
algoritma EM untuk menyelesaikan data yang
tidak lengkap akibat adanya pengelompokan.

4.2 1terasi EM STEP

Ada beberapa metode yang dapat digunakan untuk
memperoleh titik maksimum dari fungsi maximum
likelihood. Salah satunya dengan pendekatan EM
(Expected Maximation) Step untuk memperoleh
() yang memaksimalkan fungsi maximum
likelihood pada analisis regresi logistik 2 level.
Algoritma EM merupakan sebuah metode optimasi

iteratif untuk MLE yang berguna dalam
permasalahan data tidak lengkap. Ide dasar
algoritma ini adalah mengasosiasikan suatu

complete data problem dengan incomplete data
problem dengan tujuan agar secara komputasi
menjadi lebih mudah. Setiap iterasi pada EM step




terdiri dari 2 tahap yaitu Ekspektasi (E Step) dan
tahap Maksimasi (M Step).

4.3.Tahap E STEP

Bertujuan untuk menemukan ekspektasi bersyarat
dari missing data dengan syarat data diketahui
nilainya dan penduga parameternya, kemudian
mensubtitusi nilai ekspektasi yang diperoleh
terhadap missing data. Dalam hal ini missing data
yang dimaksud adalah yang muncul dalam
complete data loglikelihood.

0(2.Q,)= E(log L(y; 5;Q)|y, Q,)

zJ:Nl[y” log(n( )) (nU —yy)log(l—;z;."))]

J=1

=F

J

J=1

= Z]: NI [J’U log (7[;’” ) - (nu -, ) log (1 )

—%tr Q"‘N“hz:E(uj“’uﬁ’” y,Q)}
+—21—]og<lle-]£2|)

Lo deel]

Dengan :
=3, log (1" )+ (n, -3, log 1-71")

N .
kP = N‘]ZE<u§h) u'” y,Q)
h=1

4.4.Tahap M STEP

Langkah  untuk  memperoleh Q yang
memaksimalkan ekspektasi likelihood yang telah
didapat pada E STEP. Parameter-parameter yang
didapat pada M STEP akan digunakan sebagai
permulaan E STEP berikutnya. Proses ini akan
terus berulang hingga didapatkan estimasi
parameter yang dapat memaksimalkan harga
harapan dari fungsi likelihood secara stabil

~N\ . Q.
7 ; T Q !
+y N{% Cigll e m iy _%ug'” Qu® +%10g{%ﬂ

(convergence). lterasi ini dilakukan sampai

diperoleh Q) x , sehingga () konsisten.
Persamaan umum iterasi M STEP :

argmax

Q}Hrl: Q Q(Q’Qn)

arg max

= Q ZNI[o“)}ZN[zn{Q‘lk““}
—%tr{Q_]k_Eh)}nL%log(lf}‘—‘Q]):’ o

gjh) =¥ log(ﬁ;’)) (n =% )log (1 (h))

N
(h) _ ' (k)
k§ _{N—1h§1E<uj u y,Q)}

5. Kesimpulan

Berdasarkan uraian formula di atas, dapat diambil
kesimpulan bahwa EM STEP merupakan salah
satu metode yang bisa digunakan untuk
memperoleh titik maksimum dari fungsi maximum
likelihood pada analisis regresi logistik 2 level.
Algoritma EM STEP ini merupakan metode
optimasi iteratif untuk MLE yang berguna dalam
permasalahan data tidak lengkap (missing data).

Pada tahap E STEP akan diperoleh ekspektasi
bersyarat dan penduga parameternya. Sedangkan
pada tahap M STEP parameter yang diperoleh
akan digunakan sebagai permulaan E STEP
berikutnya.
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